
Lec 41 一致收敛级数
∞∑
n=1

an(x)的三个分析性质

41.1 一致收敛级数的三个分析性质

定理 41.1 (一致收敛级数的和函数的连续性)

♡

如果级数
∞∑
n=1

un(x) 在区间 I 上一致收敛于 S(x), 且求和项 un(x) 在区间 I 上连续, 则

S(x)在 I 上也连续.

证明 对任意 x0 ∈ I , 只要证明 lim
x→x0

S(x) = S(x0) 即可. 根据连续的定义, 就要估计不等式

|S(x)− S(x0)|.为此,对任意的 ε > 0,由一致收敛性可知,存在 N ,使对任何 x ∈ I 都有

|SN(x)− S(x)| < ε/3.

再由 SN(x)在 x0的连续性（它是有限个连续函数的和）可知,∃δ > 0,当 |x− x0| < δ时

|SN(x)− SN(x0)| < ε/3.

所以,当 |x− x0| < δ时,

|S(x)− S(x0)| ⩽ |S(x)− SN(x)|+ |SN(x)− SN(x0)|+ |SN(x0)− S(x0)| < ε.

即 S(x)在 x0连续.因此 S(x)在 I 上连续.

定理 41.2 (一致收敛级数的积分性质)

♡

设级数
∞∑
n=1

un(x)在区间 [a, b]上一致收敛于 S(x),通项 un(x)在 [a, b]上可积,则和函数

S(x)在 [a, b]上也可积,且∫ b

a

S(x)dx =

∫ b

a

(
∞∑
n=1

un(x)

)
dx =

∞∑
n=1

∫ b

a

un(x)dx.

证明 我们的主要目的是为了证明积分和无限求和的交换性.所以不妨设 {un(x)}在 [a, b]上连

续,根据定理??,和函数 S(x)也连续,所以可积.
任给 ε > 0,存在 N > 0,当 n > N 时,对所有的 x ∈ [a, b]有

|Sn(x)− S(x)| < ε,

故当 n > N 时有∣∣∣∣∫ b

a

S(x)dx−
∫ b

a

Sn(x)dx

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ b

a

(S(x)− Sn(x))dx

∣∣∣∣ ⩽ ∫ b

a

|S(x)− Sn(x)|dx < (b− a)ε.
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即

lim
n→∞

n∑
k=1

∫ b

a

un(x)dx = lim
n→∞

∫ b

a

(
n∑

k=1

un(x)

)
dx = lim

n→∞

∫ b

a

Sn(x)dx =

∫ b

a

S(x)dx.

因此,级数
∞∑
n=1

∫ b

a

un(x)dx收敛,而且收敛于
∫ b

a

S(x)dx.

定理 41.3 (一致收敛级数的可微性)

♡

设级数的求和项 un(x)在 I = [a, b]有连续导数,级数
∞∑
n=1

un(x)在 I收敛于S(x),
∞∑
n=1

u′
n(x)

在 I 一致收敛,则和函数 S(x)在 I 可微,并有(
∞∑
n=1

un(x)

)′

=
∞∑
n=1

u′
n(x).

证明 设
∞∑
n=1

u′
n(x)一致收敛于 g(x),所以由定理??知

∫ x

a

g(t)dt =

∫ x

a

∞∑
n=1

u′
n(t)dt =

∞∑
n=1

∫ x

a

u′
n(t)dt

= S(x)− S(a).

所以 S ′(x) = g(x),即和函数可微,且求导和求和运算可交换.

41.2 例题

例 41.1设有 Riemann的 ζ(x) ≜
∞∑
n=1

1

nx
, x ∈ (1,+∞)

1. 证明
∞∑
n=1

1

nx
在 (1,+∞)逐点收敛且非一致收敛;

2. 证明
∞∑
n=1

1

nx
在 (1,+∞)中内闭一致收敛,从而证明 ζ(x)在 (1,+∞)中连续;

3. 证明 ζ ′(x), ζ(2)(x), · · · , ζ(m)(x), · · · 中都在 (1,+∞)中连续.此时记作 ζ(x) ∈ C∞(0,+∞);
证明

1. ∀x0 ∈ (1,+∞),
∞∑
n=1

1

nx0
收敛,故

∞∑
n=1

1

nx
在 (1,+∞)中逐点收敛.

设 an(x) =
1

nx
, 则 an(x) 在 x = 1 处右连续, 且

∞∑
n=1

an(1) =
∞∑
n=1

1

n
发散, 故

∞∑
n=1

1

nx
在

(1,+∞)非一致收敛.

2. ∀[a, b] ⊂ (1,+∞),有

∣∣∣∣ 1nx

∣∣∣∣ ⩽ 1

na
, ∀x ∈ [a, b], ∀n ∈ N∗,且

∞∑
n=1

1

na
收敛,由一致收敛的Weier-

strass判别法,
∞∑
n=1

1

nx
在 [a, b]中一致收敛,故内闭一致收敛.
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∀x0 ∈ (1,+∞), ∃[a, b] ⊂ (1,+∞),使x0 ∈ [a, b],由于
∞∑
n=1

1

nx
在 [a, b]中一致收敛,与定理

41.1的??可知 ζ(x) =
∞∑
n=1

1

nx
在区间 [a, b]连续.从而 ζ(x)在 x0处连续,结合 x0任意性可

知 ζ(x)在 (1,+∞)中连续.

3. ∀x0 ∈ (1,+∞), ∃[a, b] ⊂ (1,+∞),使x0 ∈ [a, b],对 ∀x ∈ [a, b],
∣∣a(m)

n (x)
∣∣ n⩽2
=

∣∣∣∣ (−1)m

nx(lnn)m

∣∣∣∣ =
1

nx(lnn)m
n充分大
⩽ 1

na
. 因此可得

∞∑
n=1

∣∣a(m)
n (x)

∣∣ ⩽ ∞∑
n=1

1

na
, ∀x ∈ [a, b], 由一致收敛的 Weier-

strass判别法,可知
∞∑
n=1

∣∣a(m)
n (x)

∣∣一致收敛,且 ∀m ∈ N∗, ∀n ∈ N∗, a(m)
n (x)连续,因此由定理

41.1的??可知,
∞∑
n=1

a(m)
n (x)在区间 [a, b]连续,再由定理 41.1的??可知,ζ(m) =

∞∑
n=1

a(m)
n (x),

因此可得 ∀m ∈ N∗, ζ(m)(x)在 (1,+∞)中连续.即有 ζ(x) ∈ C∞(1,+∞).

例 41.2设 S(x) =
∞∑
n=1

ne−nx, x ∈ (0,+∞),则 S(x) ∈ C∞(0,+∞).并求
∫ ln 6

ln 4

S(x) dx.

证明 设 an(x) = ne−nx∀x0 ∈ (0,+∞), ∃[a, b] ⊂ (0,+∞),使x0 ∈ [a, b],对 ∀x ∈ [a, b],
∣∣a(m)

n (x)
∣∣ =∣∣(−1)mnm+1e−nx

∣∣ = nm+1e−nx ⩽ nm+1

(
m+ 3

enx

)m+3

=
(m+ 3)m+3

em+3xm+3n2
.因此可得

∞∑
n=1

∣∣a(m)
n (x)

∣∣ ⩽(
m+ 3

ea

)m+3 ∞∑
n=1

1

n2
, ∀x ∈ [a, b],由一致收敛的Weierstrass判别法,可知

∞∑
n=1

∣∣a(m)
n (x)

∣∣一致收敛,

且 ∀m ∈ N∗, ∀n ∈ N∗, a(m)
n (x)连续,因此由定理 41.1的??可知,

∞∑
n=1

a(m)
n (x)在区间 [a, b]连续,再

由定理 41.1的??可知,S(m) =
∞∑
n=1

a(m)
n (x),因此可得 ∀m ∈ N∗,S(m)(x)在 (1,+∞)中连续.即有

S(x) ∈ C∞(0,+∞).

同时由一致收敛性与定理 41.1 的??可知,S(x) 在区间 [ln 4, ln 6] 可积, 且
∫ ln 6

ln 4

S(x) dx =∫ ln 6

ln 4

∞∑
n=1

ne−nx dx =
∞∑
n=1

∫ ln 6

ln 4

ne−nx dx =
∞∑
n=1

(
1

4n
− 1

6n

)
=

∞∑
n=1

1

4n
−

∞∑
n=1

1

6n
=

1

3
− 1

5
=

2

15

例 41.3设 f(x) =
∞∑
n=1

xn cos nπ
x

(1 + 2x)n
, x ∈ (0,+∞).

1. 证明 an(x) =
xn cos nπ

x

(1 + 2x)n
在 (0,+∞)逐点,绝对且一致收敛于 f(x);

2. 求极限 lim
x→1

f(x), lim
x→+∞

f(x).

证明 |an(x)| ⩽
xn

(1 + 2x)n
=

1

(1/x+ 2)n
<

1

2n
, ∀x ∈ (0,+∞), ∀n ∈ N∗,故

∞∑
n=1

|an(x)|绝对收敛,

由Weierstrass判别法知
∞∑
n=1

an(x)在 (0,+∞)逐点,绝对,一致收敛于 f(x). ⇒ f(x)在 (0,+∞)

连续.
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lim
x→1

f(x) = f(1) =
∞∑
n=1

cosnπ

3n
=

∞∑
n=1

(−1)n

3n
= −1

4
, lim
x→+∞

f(x) =
∞∑
n=1

1

2n
= 1.

� 作业 ex7.2:4(6)(7)(8),5,6,7,8,9.
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